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Исследованы собственные изгибные колебания кровеносного сосуда с движущейся кровью, нахо-
дящегося под действием растягивающей силы и давления в сосуде. Учитываются силы инерции
кровеносного сосуда, кориолисовые и центробежные силы, обусловленные движением крови.
Определяются волновые числа, а используя граничные условия, находится частотное уравнение.
По двум частотам изгибных колебаний можно определить скоростной параметр, относительную
массу крови на единицу длины кровеносного сосуда и, как следствие, массовый расход крови по
кровеносному сосуду. Полученные результаты могут быть использованы для акустического метода
определения скорости крови, относительной массы крови на единицу длины кровеносного сосуда
и массового расхода крови по кровеносному сосуду.
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В проведенном исследовании [1] при выполне-
нии лапароскопии 10 пациентам, подписавшим
добровольное информированное согласие, при
помощи ультразвукового исследования измеряли
диаметр бедренной вены и скорость кровотока в
ней при разных уровнях давления в животе, созда-
ваемого инсуфлятором, после статистической об-
работки полученных данных авторы показали на-
личие зависимости диаметра общей бедренной ве-
ны и скорости кровотока в ней от уровня
интраабдоминального давления. Ввиду наличия
пропорциональной почти линейной функцио-
нальной зависимости диаметра бедренной вены
от уровня внутрибрюшного давления авторы
предложили использовать данный показатель с
целью мониторинга динамики интраабдоминаль-
ного давления. С возрастом происходит посте-
пенное увеличение диаметра просвета централь-
ных артерий вместе с утолще\нием и уплотнени-
ем сосудистой стенки, отмечено в работе [2].

Рассматриваются собственные частоты изгиб-
ных колебаний кровеносного сосуда с кровью под

давлением. Исследуется случай жесткого защем-
ления концов кровеносного сосуда. В обширной
литературе, посвященной колебаниям трубопрово-
дов, также широко используются условия “шар-
нирного опирания” и “свободных концов”, однако,
как отмечено в [3], они не являются очевидными,
нуждаются в обосновании и, возможно, требуют за-
мены на другие. Решена обратная задача определе-
ния скоростного параметра, относительной массы
крови на единицу длины кровеносного сосуда.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Исследуются собственные частоты изгибных
колебаний кровеносного сосуда длины L, содер-
жащего кровь, движущуюся с постоянной скоро-
стью V. Кровеносный сосуд находится в упругой
среде под давлением и действием растягивающей
силы T. Требуется определить скоростной пара-
метр, относительную массу крови на единицу
длины кровеносного сосуда по собственным ча-
стотам изгибных колебаний.

Уравнение изгибных колебаний кровеносного
сосуда по модели Кирхгофа имеет вид [4–7]
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где E, ρ, J, F – модуль упругости, плотность, осе-
вой момент инерции и площадь поперечного се-
чения кровеносного сосуда, ρi, Pi, Fi – плотность,
давление внутри кровеносного сосуда, площадь
сечения в свету кровеносного сосуда, w* – прогиб
кровеносного сосуда, qs – коэффициент жестко-
сти окружающей среды, x – координата, направ-
ленная по оси кровеносного сосуда, t – время.
Перейдя к безразмерным величинам

сделаем подстановку  и полу-
чим уравнение, определяющее форму изгибных
колебаний кровеносного сосуда

(2)

где ω – круговая частота, Ri – внутренний радиус
кровеносного сосуда, α – скоростной параметр,
β – параметр массы крови в кровеносном сосуде.

Граничные условия для защемленного по кра-
ям кровеносного сосуда

(3)

Общее решение уравнения (2) будем определять в
виде , тогда получим характери-
стическое уравнение для нахождения неизвест-
ных значений комплексного волнового парамет-
ра kj = kj (α, β, R, Ω), j = 1, 2, 3, 4:

(4)
По формулам Феррари определяются волновые
числа kj = kj(α, β, R, Ω), а общее решение уравне-
ния (2) записывается в виде

(5)

Подставляя (5) в граничные условия (3), полу-
чим однородную систему линейных уравнений
относительно неизвестных постоянных Cj. Для того
чтобы постоянные Cj не были равны нулю одновре-
менно, необходимо, чтобы определитель основной
матрицы был равен нулю. Это условие дает ча-
стотное уравнение [8]
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В [3] доказана теорема, что для любых α и β (R = 0)
собственные частоты Ω краевой задачи (1), (3)
действительны.

Таким образом, в приведенной простейшей
модели кровеносного сосуда с движущейся кро-
вью под давлением фигурируют параметры R, α,
β, которые зависят от усилия натяжения в крове-
носном сосуде T, давления внутри кровеносного
сосуда Pi, площади сечения в свету кровеносного
сосуда Fi, скорости течения крови внутри крове-
носного сосуда V. Подробнее остановимся на
влиянии этих факторов на собственные частоты
изгибных колебаний. Зависимости первой и вто-
рой собственной частот изгибных колебаний
стержня от скоростного параметра α для различ-
ных значений параметра R и анализ полученных
результатов приводятся в [8]. В отличие от работы
[8] здесь дается постановка и решение обратной
задачи определения скоростного параметра, от-
носительной погонной массы движущейся крови
в кровеносном сосуде по двум собственным ча-
стотам изгибных колебаний. Безразмерный мас-
совый расход m по кровеносному сосуду опреде-
ляется по формуле

При α = 0 и R = 0 собственные функции W(ξ)
действительны и совпадают с собственными функ-
циями стержня с жестко защемленными концами
[8].

Если R = 0, β = 1, γ = 0, то характеристическое
уравнение (4) допускает факторизацию и его кор-
ни kj находятся в явном виде как функции часто-
ты Ω. Для вещественных собственных частот
Ωn(α) получается довольно простое вековое урав-
нение, которое решается одним из численных ме-
тодов [9, 10].

В других случаях корни характеристического
уравнения находятся с помощью формул Ферра-
ри. Последние, по мнению авторов [8], почти не
применялись в задачах математической физики и
механики (редким исключением являются рабо-
ты [8, 10]).

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
Расчеты проведены для следующих параметров

кровеносного сосуда: модуль упругости вены [11]
E = 0.853 × 106 Н/м2, плотность ρ = 1058.2 кг/м3,
толщина стенки кровеносного сосуда h = 0.5 мм,
внутренний радиус кровеносного сосуда Ri = 6 мм,

= =
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 1 1

0.k k k k

k k k k

k k k k
D

e e e e

k e k e k e k e

ρ ρ= αβ = =
ρ ν ρ

.i i i iFV FVLm
F L FEJ



90

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 492  2020

В. М. ТИМЕРБУЛАТОВ и др.

осевое усилие T = 0, давление внутри кровенос-
ного сосуда Pi = 10 мм рт. ст. = 1333.22 Па, плот-
ность крови в кровеносном сосуде ρi = 1052 кг/м3,
скорость крови внутри кровеносного сосуда V =
= 0.1 м/с, длина кровеносного сосуда между
“опорами” L = 0.1 м, а параметры R = –4.602, α =
= 0.0796, β = 5.72. Решение прямой задачи для со-
суда с вышеприведенными параметрами дает, что
низшие две собственные частоты кровеносного
сосуда f1 = 16.21 Гц, f2 = 46.17 Гц (Ω1 = 8.114, Ω2 =
= 23.10).

На рис. 1 дается зависимость первой собствен-
ной частоты изгибных колебаний кровеносного
сосуда от давления внутри кровеносного сосуда.
С ростом давления внутри кровеносного сосуда и
с уменьшением модуля упругости частоты изгиб-
ных колебаний уменьшаются.

На рис. 2 представлена зависимость первой
собственной частоты изгибных колебаний крове-
носного сосуда от параметра R. С ростом пара-
метра R частоты изгибных колебаний увеличива-
ются. На рис. 3 приводится зависимость первой
собственной частоты изгибных колебаний крове-
носного сосуда от параметра β. Видно, что с ро-
стом параметра β частоты изгибных колебаний
уменьшаются.

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

В точке М0(α0, β0)  ,
Ω1) = u2, поэтому можем записать

α β Ω =1 0 0 1 1( , , ) ,D u α β2 0 0( ,D

По этим формулам определяются dα, dβ, далее,
α0 = α0 + dα, β0 = β0 + dβ. Процесс последователь-
ных приближений продолжается до тех пор, пока
не выполнится условие точности. Решение этой
системы уравнений определяется методом после-
довательных приближений в области однознач-
ной зависимости параметров α, β от частоты изгиб-
ных колебаний кровеносного сосуда. Решение об-
ратной задачи для кровеносного сосуда с
вышеприведенными данными при γ = 0, R = 0,

∂ ∂α + β = −
∂α ∂β

∂ ∂α + β = −
∂α ∂β

1 1
1

2 2
2

,

.

D Dd d u
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Рис. 1. Зависимость первой собственной частоты из-
гибных колебаний кровеносного сосуда от давления
внутри кровеносного сосуда Pi (мм рт. ст.) для пара-
метра β = 5.72 и различных значений модуля упругости
E = 0.853; 0.6; 0.4 МПа (кривые 1–3 соответственно).
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Рис. 2. Зависимость первой собственной частоты из-
гибных колебаний кровеносного сосуда от параметра
R для скоростного параметра α = 0.0796 и различных
значений параметра β = 1; 3; 5 (кривые 1–3 соответ-
ственно).
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Рис. 3. Зависимость первой собственной частоты изгиб-
ных колебаний кровеносного сосуда от параметра β для
скоростного параметра α = 0.0796 и различных значений
параметра R = –4; 0; 4 (кривые 1–3 соответственно).
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Ω1 = 9.1, Ω2 = 25.1 (f1 = 18.18 Гц, f2 = 50.16 Гц) дает,
что α = = 0.0978, β = 5.034 (V = 1.543 м/с, ρi =
= 924.8 кг/м3). На рис. 4 приводится зависимость
от первой частоты изгибных колебаний Ω1 массо-
вого расхода m по кровеносному сосуду. По двум
частотам изгибных колебаний можно определить
скоростной параметр α, параметр β или массу
жидкости на единицу длины и безразмерный
массовый расход m жидкости по кровеносному
сосуду.

Получено, что с увеличением силового пара-
метра частоты изгибных колебаний увеличивают-
ся. Показано, что с увеличением массы кровенос-
ного сосуда с жидкостью на единицу длины проис-
ходит уменьшение собственных частот изгибных
колебаний сосуда. По двум частотам изгибных ко-
лебаний можно определить скоростной параметр,
массу крови на единицу длины и безразмерный
массовый расход крови по кровеносному сосуду.
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DETERMINATION OF THE MASS FLOW RATE OF BLOOD IN A BLOOD 
VESSEL USING NATURAL FREQUENCIES OF FLEXURAL VIBRATIONS

Corresponding Member of the RAS V. M. Timerbulatova, Sh. V. Timerbulatova, and A. G. Khakimovb

aBashkir State Medical University, Ufa, Bashkortostan, Russian Federation
bInstitute of Mechanics, Russian Academy of Sciences, Ufa, Bashkortostan, Russian Federation

The proper bending oscillations of a blood vessel with moving blood under the action of tensile force and pressure
in the vessel were investigated. The forces of inertia of the blood vessel, Coriolis and centrifugal forces due to the
movement of blood are taken into account. Wave numbers are determined, and using the boundary conditions, the
frequency equation is found. The two frequencies of bending oscillations can determine the speed parameter, the
relative mass of blood per unit length of the blood vessel and as a consequence the mass flow of blood through the
blood vessel. The obtained results can be used for the acoustic method of determining the blood velocity, relative
blood mass per unit length of the blood vessel and the mass flow of blood through the blood vessel.

Keywords: blood vessel, f lexural vibrations, natural frequencies, velocity, primal and inverse problems

Рис. 4. Зависимость от первой частоты изгибных ко-
лебаний Ω1 массового расхода m по кровеносному со-
суду для различных частот изгибных колебаний Ω2:
кривая 1 – 25.1; 2 – 25.0; 3 – 24.9.
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