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Аннотация

В работе обсуждаются вопросы применения математического моде-
лирования к исследованию процесса опухолевого роста и проблеме опти-
мизации лечения онкологических заболеваний. Приводится структури-
рованный обзор работ отечественных и зарубежных авторов, посвящен-
ных этой проблематике. Обсуждается важность представлений о жиз-
ненном цикле клетки в понимании опухолевого процесса и механизмов
лечения онкологических заболеваний, связанная прежде всего с тем, что
применяемые методы лечения, в частности, химиотерапия и лучевая те-
рапия, действуют как на нормальные, так и на опухолевые клетки, на-
ходящиеся в определенных стадиях жизненного цикла, и не поражают
клетки в других стадиях. Приводится описание жизненного цикла клет-
ки и механизмов, в норме обеспечивающих сохранение и восстановление
нормальной плотности клеточной популяции, приводится граф стадий
и переходов клетки. Предлагается математическая модель поддержания
пролиферативного гомеостаза в клеточной популяции, которая учиты-
вает гетерогенность клеточных популяций по стадиям жизненного цик-
ла. Модель представляет собой систему дифференциальных уравнений
с запаздыванием. Условия стационарности позволяют определить значе-
ния параметров модели, присущих нормальной жизнедеятельности кле-
точной популяции. В работе приводятся результаты вычислительного
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эксперимента, в котором исследуется процесс восстановления плотности
клеточной популяции в случае массовой гибели клеток. Как показывает
эксперимент, после гибели клеток происходит восстановление плотности
клеток в разных стадиях до нормальных значений, что соответствует
представлениям о пролиферативном гомеостазе в клеточных популяци-
ях.

Ключевые слова: опухолевый рост, пролиферативный гомеостаз, жиз-
ненный цикл клетки, клеточная кинетика.
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Введение. Математическое моделирование процесса опухолевого
роста. Онкологические заболевания являются глобальной проблемой, и для
ее решения необходимы подходы мультидисциплинарного плана. Следует кон-
статировать, что остроту проблеме придает повсеместный рост заболеваемо-
сти, и особенно рост смертности. Так, по прогнозам исследователей, в 2018
году в мире будет зарегистрировано 18.1 млн онкологических больных, при
этом прогнозируется, что 9.6 млн человек скончается от онкологических за-
болеваний [1].

Накопленные к настоящему времени данные о патогенезе рака требуют
своего обобщения и теоретического анализа. В этом процессе важную роль
могут сыграть математические модели, описывающие основные причинно-
следственные связи, определяющие динамику процесса опухолевого роста.
Такие модели могут быть полезны для проверки гипотез и теорий о меха-
низмах формирования тех или иных эффектов, наблюдающихся при онко-
логических заболеваниях, а также для обобщения накопленного эксперимен-
тального материала. В ряде случаев математические модели могут заменять
эксперименты, проведение которых не представляется возможным. С практи-
ческой точки зрения использование метода математического моделирования
в онкологии открывает возможности для количественного и временного про-
гнозирования течения онкологического заболевания и влияния различных
видов лечебных воздействий на организм пациента на различных уровнях:
на уровне отдельных клеток, тканей, организма в целом.

На современном этапе математическое моделирование опухолевого роста
и влияния на этот процесс с помощью различных видов лечения (хирурги-
ческого, химиотерапевтического, радиологического, иммунологического, гор-
монального и т.п.) является довольно активно развивающимся направлением
исследований.

Ряд исследований посвящен изучению динамики «естественного» роста
опухолей и формирования специфических эффектов, порождаемых этим про-
цессом. Наиболее ранние работы имели своей целью математическое описа-
ние наблюдаемой динамики опухолевого процесса [2, 3] как баланса между
делением и гибелью клеток в опухолевой популяции. После появления тео-
рии о том, что иммунная система организма способна угнетать и даже совсем
предотвращать опухолевый рост на ранних стадиях, были разработаны мо-
дели, описывающие взаимодействие опухоли с иммунной системой с разной
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степенью детализации описания иммунного ответа [4–7]. Всесторонний обзор
эволюции моделей этой направленности дан в работе [8].

Так как рост опухоли зачастую происходит быстрыми темпами, в опухо-
левых тканях не успевает сформироваться в полной мере присущая нормаль-
ным тканям система кровоснабжения, обеспечивающая доставку кислорода
и питательных веществ к клеткам. Поэтому уровень кислорода и питатель-
ных веществ в опухолевых тканях отличается от этих параметров в нормаль-
ных тканях. Это приводит к тому, что в опухолевых тканях наблюдаются
участки некроза, т.е. скопления опухолевых клеток, погибших вследствие
недостатка кислорода и питательных веществ. Математические модели дан-
ных процессов представлены в работах [9–11]. Так, в работе [9] предложена
модель диффузии кислорода в опухоль сферической формы, позволяющая
предсказывать размер некротического ядра и зону гипоксии. Показано, что
результаты моделирования хорошо согласуются с экспериментальными дан-
ными. В работах [10, 11] обсуждаются модели диффузии кислорода в опухо-
лях различной формы (прежде всего сфероидной и цилиндрической), раз-
личного размера и источника кровоснабжения. С практической точки зре-
ния эти работы важны для прогнозирования результатов лучевой терапии,
эффект воздействия которой зависит от концентрации кислорода в опухоли.

Генетическая неоднородность опухолевых клеток, порождаемая высоким
уровнем генетических мутаций в опухолевой популяции в процессе разви-
тия онкологического заболевания, является огромной проблемой, так как
приводит к резистентности опухолей к различным видам лечения. Наиболее
ранние математические модели, посвященные этой особенности опухолево-
го роста, рассматривали точечные мутации [12]. В дальнейшем были пред-
ложены модели, описывающие стохастические многоступенчатые процессы
мутаций опухолевых клеток [13–16]. Относительно новым направлением ис-
следований является разработка моделей, в которых процесс мутации клеток
в опухоли рассматривается не как ступенчатый или дискретный, а как непре-
рывный [17,18]. Важным моментом в тематике генетической неоднородности
опухолевой популяции является факт, заключающийся в том, что приводя-
щие к резистентности генетические мутации могут быть как спонтанными,
так и индуцированными применявшимся ранее лечением. Поэтому ряд раз-
работок в этой области связан с моделированием мутаций, возникающих под
воздействием полихимиотерапевтического лечения [19,20].

Радиологический метод очень давно используется при лечении онколо-
гических заболеваний. В работе [21] предложена математическая модель,
описывающая сосуществование нормальной и опухолевой клеточных попу-
ляций под влиянием периодической лучевой терапии. Отмечается, что в ра-
ботах [22,23], которые посвящены «исследованию воздействия ионизирующей
радиации на жизненно важные системы организма млекопитающих», разра-
ботаны «математические модели кроветворения, тонкого кишечника, гумо-
рального иммунитета, которые на количественном уровне воспроизводят ди-
намику этих систем у млекопитающих, подвергающихся острому и хрониче-
скому облучению в широких диапазонах доз и мощностей доз» [21]. В прак-
тическом смысле предлагаемые модели могут быть полезны для прогнози-
рования эффектов и побочных явлений при применении радиологического
метода лечения онкологических заболеваний.
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Химиотерапевтическое лечение является в настоящее время основным ме-
тодом терапии в онкологии, поэтому ряд работ посвящен моделированию вли-
яния этого вида лечения на опухолевый рост. В работе [24] исследуется за-
дача оптимизации режима введения одного химиопрепарата таким образом,
чтобы максимально уменьшить размер опухоли и при этом не допустить сни-
жения числа клеток в нормальной клеточной популяции ниже определенного
уровня. В работах [25,26] исследуется математическая модель, описывающая
динамику концентрации нормальных, опухолевых и иммунных клеток под
влиянием химиотерапевтического лечения.

Иммунологическое лечение, направленное на стимуляцию реакции им-
мунной системы на опухолевый рост, является не таким широко использу-
емым на практике методом, как химиотерапия и лучевая терапия. Однако
этот метод потенциально весьма привлекателен в связи с тем, что он гораздо
менее токсичен по отношению к нормальным тканям. В работе [27] иссле-
дуется математическая модель влияния иммунотерапевтического лечения на
развитие меланомы кожи и решается задача оптимизации плана лечения (т.е.
доз и режимов введения препаратов). Целевая функция в рассматриваемой
оптимизационной задаче — минимизация вероятности истощения 𝑇 -клеток на
различных стадиях развития болезни. В работе [28] предложена модель, опи-
сывающая динамику опухолевого роста под влиянием иммунотерапии, кото-
рая строится на базе агентно-ориентированного подхода.

Перспективным направлением в терапии рака является вирусотерапия,
т.е. использование для лечения онкологических заболеваний вирусов, специ-
фически поражающих опухолевые клетки. Существует несколько механизмов
поражения раковых клеток онколитическими вирусами:

– многократная репликация вируса внутри раковой клетки, приводящая
к ее гибели;

– выработка цитотоксического протеина, повреждающего раковые клет-
ки;

– стимуляция иммунной системы организма в связи с воспалительным
процессом, индуцированным вирусом.

Математическому моделированию вирусотерапии злокачественных опухолей
посвящена работа [29], в которой предложена и исследована математическая
модель, описывающая взаимодействие онколитического вируса и опухолевых
клеток и учитывающая первый из перечисленных механизмов поражения ра-
ковых клеток.

В настоящей работе предлагается математическая модель поддержания
пролиферативного гомеостаза в клеточной популяции, основанная на пред-
ставлениях о жизненном цикле клетки. Такое представление важно для моде-
лирования радиологического и химиотерапевтического воздействия на нор-
мальные и опухолевые ткани, так как современные противоопухолевые пре-
параты оказывают избирательное воздействие на определенные структуры
клетки в разные этапы жизненного цикла, а чувствительность клеток к об-
лучению также зависит от этих факторов. В работе приводится описание
жизненного цикла клетки и механизмов, в норме обеспечивающих сохране-
ние и восстановление нормальной плотности клеточной популяции, которые
используются как основа для разработки математической модели. Подробно
описывается модель пролиферативного гомеостаза в нормальной клеточной
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популяции, определяются характеристики стационарного режима, приводят-
ся результаты вычислительного эксперимента и их сопоставление с экспери-
ментальными данными.

1. Жизненный цикл клетки и регуляция размножения клеток
в норме. Многоклеточный живой организм состоит из тканей, т.е. сфор-
мировавшихся в процессе эволюции клеточных популяций и внеклеточных
структур. Клетка является элементарной структурно-функциональной еди-
ницей организма. Несмотря на многообразие типов клеток, значительные их
различия по форме, размерам, выполняемым функциям, все они имеют похо-
жее строение. Функционирование многоклеточного организма определяется
способностью клеток реагировать на изменение внешней среды и взаимодей-
ствовать между собой. Поведение клетки определяется сигналами, получае-
мыми из окружающей среды. Под влиянием определенных сигналов клетка
способна, например, начать процесс деления или, наоборот, выйти из цикла
деления и перестроиться в специализированную клетку, способную выпол-
нять определенную функцию в организме, и даже включить программу са-
моубийства (апоптоза). «Органами чувств» клетки являются поверхностные
рецепторы, способные «узнавать» то или иное биологически активное веще-
ство.

В ходе эволюции в живых организмах выработались компенсаторные ме-
ханизмы, направленные на восстановление нарушенных функций. При утра-
те части клеток в тканях запускается процесс пролиферации, т.е. деления
клеток для замещения утраченных. При этом эти процессы протекают таким
образом, чтобы в итоге вернуть присущие взрослому организму соотноше-
ния размеров и масс различных органов. При этом используется концепция
пролиферативного гомеостаза, согласно которой повышение количества де-
лящихся клеток приводит к включению механизмов, препятствующих даль-
нейшей пролиферации.

Пролиферативный гомеостаз в организме в значительной мере поддержи-
вается кейлонной ингибиторной системой. Кейлоны— биологически актив-
ные вещества, вырабатываемые в норме зрелыми клетками, контролирующие
процессы деления клеток по принципу обратной связи. При утрате зрелых
клеток в результате какого-либо повреждения концентрация кейлонов пони-
жается и запускается процесс пролиферации. По мере восстановления необ-
ходимой плотности зрелых клеток концентрация кейлонов повышается, что
приводит к снижению интенсивности деления клеток.

Онкологическое заболевание представляет собой появление в организме
и размножение клона или нескольких клонов клеток, пролиферативная ак-
тивность которых не подчиняется регуляторным механизмам, присущим нор-
мальным клеточным популяциям. Жизненный цикл клетки включает следу-
ющие основные этапы [30]:

– Стадия роста (G1). В эту стадию клетки попадают сразу после деле-
ния материнской клетки на две дочерние. Во время пребывания клетки
в этой стадии происходит увеличение цитоплазмы, синтез и накопление
веществ, необходимых для удвоения ДНК. К окончанию этой стадии
клетка готова к тому, чтобы начать новый цикл деления. Клетка в ста-
дии G1 пребывает фиксированное время.

– Стадия покоя (G0). В эту стадию клетка попадает из стадии роста. Если
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в популяции клеток наблюдается недостаток высокоспециализирован-
ных дифференцированных (зрелых) клеток, то клетки, находящиеся
в стадии G0, могут переходить в стадии деления и зрелости. Важно,
что опухолевые клетки также способны задерживаться в стадии покоя
и затем вновь возвращаться в стадию деления.

– Стадия деления (S−G2−M). В эту стадию попадают клетки из стадии по-
коя при недостатке высокоспециализированных дифференцированных
клеток. Клетка в стадии деления пребывает фиксированное время. Ста-
дия деления разделяется на три фазы:

– S— синтетический период, характеризующийся удвоением моле-
кул ДНК;

– G2 —постсинтетический период, в котором происходит интенсив-
ный синтез белков;

– M—митоз, в котором хромосомы расщепляются, ядро раздваива-
ется, цитоплазма делится пополам и в результате образуются две
дочерние клетки.

– Стадия зрелости (дифференцировки) (Z). В эту стадию клетки попадают
из стадии покоя при недостатке дифференцированных клеток в популя-
ции. После попадания в это состояние клетка трансформируется в диф-
ференцированную, т.е. способную выполнять специфическую функцию
в организме, свойственную данному виду клеток. При этом она теряет
способность делиться. Выполняя свою функцию в организме, она изна-
шивается и, в конечном счете, погибает.

Граф стадий и переходов клетки между стадиями жизненного цикла при-
веден на рис. 1. Внутри кружков приведены идентификационные номера ста-
дий, которые будут использоваться в математической модели.

Рис. 1. Граф стадий и переходов клетки между стадиями жизненного цикла
[Figure 1. The cell cycle graph and transition between stages]

Примечательно, что современные противоопухолевые препараты оказы-
вают избирательное воздействие на определенные структуры клеток в раз-
ные этапы жизненного цикла: антиметаболиты и дактиномицин действуют
на клетки в S-фазе, блеомицин эффективен в G2-фазе, винкристин действует
в M-фазе.1 Важно и то, что все клетки, находящиеся в стадии покоя, в том
числе и опухолевые, нечувствительны к действию противоопухолевых химио-
препаратов и к лучевому воздействию. Такие покоящиеся клетки называются

1На основании данных портала «Справочник лекарствРЛС®» (http://www.rlsnet.ru).
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клоногенными; они могут быть источником рецидивов опухолей.
С учетом важности представлений о жизненном цикле клетки в понима-

нии механизмов опухолевого роста в данной работе разрабатывается динами-
ческая модель пролиферативного гомеостаза, являющаяся развитием наших
более ранних исследований [31,32]. В дальнейших планах авторов — модифи-
кация этой модели для описания процесса опухолевого роста и воздействия
на этот процесс различных видов лечения.

2. Математическая модель поддержания пролиферативного го-
меостаза в нормальной клеточной популяции. Для компактности опи-
сания модели поставим в соответствие каждому этапу жизненного цикла
идентификационный номер (см. рис. 1): 1 — стадия покоя, 2 — стадия деле-
ния, 3 — стадия роста, 4 — стадия зрелости. Введем следующие обозначения:

– 𝐿𝑖(𝑡)—плотность клеток в 𝑖-той стадии жизненного цикла;
– 𝜏𝑖 — средняя длительность жизни клетки в 𝑖-той стадии жизненного

цикла;
– 𝑑𝑖 —длительность 𝑖-той стадии жизненного цикла (𝑖 = 1, 3);
– ℎ—доля клеток в 4-й стадии жизненного цикла в стационарном состо-

янии;
– 𝐿st — общая плотность клеток в стационарном состоянии;
– 𝑏—параметр, определяющий интенсивность выхода клеток из 1-й ста-

дии жизненного цикла;
– 𝑎—параметр, характеризующий соотношение между интенсивностями

переходов клеток из 1-й стадии во 2-ю и 4-ю стадии в стационарном
состоянии.

Динамика плотности клеток на каждом этапе жизненного цикла описыва-
ется системой дифференциальных уравнений с запаздыванием, которая вы-
писана ниже.

Уравнение

𝑑𝐿1(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝑝12(𝑡− 𝑑2 − 𝑑3)𝐿1(𝑡− 𝑑2 − 𝑑3)𝜑1−

− 𝑝12(𝑡)𝐿1(𝑡)− 𝑝14(𝑡)𝐿1(𝑡)−
𝐿1(𝑡)

𝜏1
(1)

описывает изменение плотности клеток в 1-й стадии жизненного цикла. Плот-
ность клеток в этой стадии увеличивается за счет притока клеток из 3-й ста-
дии, уменьшается за счет перехода клеток из 1-й стадии во 2-ю и 4-ю, а также
гибели клеток в 1-й стадии. Компонент 𝜑1, рассчитываемый по формуле

𝜑1 = exp
(︁
−𝑑2
𝜏2

)︁
exp

(︁
−𝑑3
𝜏3

)︁
, (2)

позволяет учесть возможность гибели клеток при прохождении 2-й и 3-й ста-
дий.

Изменение плотности клеток во 2-й стадии описывается уравнением

𝑑𝐿2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑝12(𝑡− 𝑑2)𝐿1(𝑡− 𝑑2)𝜑2 + 𝑝12(𝑡)𝐿1(𝑡)−

𝐿2(𝑡)

𝜏2
. (3)

Увеличение плотности клеток во 2-й стадии происходит за счет перехода кле-
ток из 1-й стадии во 2-ю, уменьшение — за счет перехода клеток 2-й стадии в
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3-ю и гибели клеток во 2-й стадии. Компонент 𝜑2, рассчитываемый по фор-
муле

𝜑2 = exp
(︁
−𝑑2
𝜏2

)︁
, (4)

позволяет учесть возможность гибели клеток во время прохождения 2-й ста-
дии.

Уравнение

𝑑𝐿3(𝑡)

𝑑𝑡
= 2𝑝12(𝑡−𝑑2)𝐿1(𝑡−𝑑2)𝜑2−2𝑝12(𝑡−𝑑2−𝑑3)𝐿1(𝑡−𝑑2−𝑑3)𝜑1−

𝐿3(𝑡)

𝜏3
(5)

описывает изменение плотности клеток в 3-й стадии жизненного цикла. Плот-
ность клеток в этой стадии увеличивается за счет перехода клеток из 2-й ста-
дии в 3-ю с удвоением, уменьшается за счет перехода клеток из 3-й стадии в
1-ю, а также гибели клеток в 3-й стадии.

Изменение плотности клеток в 4-й стадии определяется уравнением

𝑑𝐿4(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑝14(𝑡)𝐿1(𝑡)−

𝐿4(𝑡)

𝜏4
. (6)

Плотность клеток в 4-й стадии увеличивается за счет перехода клеток из 1-й
стадии в 4-ю, уменьшается из-за гибели клеток в 4-й стадии.

Уравнения

𝑝12(𝑡) = exp
[︁
−𝑎

(︁𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡) + 𝐿3(𝑡)

(1− ℎ)𝐿st

)︁2]︁
exp

[︁
−𝑏

(︁𝐿4(𝑡)

ℎ𝐿st

)︁2]︁
, (7)

𝑝14(𝑡) =

(︂
1− exp

[︁
−𝑎

(︁𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡) + 𝐿3(𝑡)

(1− ℎ)𝐿st

)︁2]︁)︂
exp

[︁
−𝑏

(︁𝐿4(𝑡)

ℎ𝐿st

)︁2]︁
(8)

описывают интенсивности переходов клеток из 1-й стадии во 2-ю и 4-ю со-
ответственно. Интенсивность выхода клеток из 1-й стадии зависит от соот-
ношения плотности клеток в 4-й стадии жизненного цикла с их плотностью
в норме. Выбор между 2-й и 4-й стадиями зависит от соотношения плотности
клеток, способных к делению (т.е. клеток в 1–3 стадиях), с их плотностью
в норме. Чем меньше плотность клеток, способных к делению, тем большая
часть клеток, выходящих из 1-й стадии, переходит во 2-ю стадию.

Условия стационарности, описываемые уравнениями

𝑑𝐿𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, (9)

𝐿st
1 + 𝐿st

2 + 𝐿st
3

(1− ℎ)𝐿st
= 1,

𝐿st
4

ℎ𝐿st
= 1, (10)

определяют нормальную жизнедеятельность клеточной популяции, в которой
поддерживается стабильная плотность клеток во всех стадиях.

Решая систему уравнений (9), (10), удается получить характеристики ста-
ционарного режима:

𝑝st12 =
ℎ𝜏1 + (1− ℎ)𝜏4

𝜏1[(1− ℎ)(2𝜑1 − 1)𝜏4 − ℎ(𝜏2(1− 𝜑2) + 2𝜏3(𝜑2 − 𝜑1))]
, (11)
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𝑝st14 = 𝑝st12(2𝜑1 − 1)− 1

𝜏1
; (12)

𝐿st
1 =

ℎ𝐿st

𝜏4𝑝st14
, 𝐿st

2 = 𝜏2𝑝
st
12𝐿

st
1 (1− 𝜑2), (13)

𝐿st
3 = 2𝑝st12𝐿

st
1 𝜏3(𝜑2 − 𝜑1), 𝐿st

4 = ℎ𝐿st (14)

и значения параметров 𝑎 и 𝑏:

𝑎 = ln
(︁
1 +

𝑝st14
𝑝st12

)︁
, 𝑏 = ln

(︁ 1

𝑝st12 + 𝑝st14

)︁
. (15)

3. Выбор значений для параметров модели. Несмотря на обилие
работ, описывающих жизненный цикл клетки, далеко не всегда в них приво-
дятся сведения, содержащие информацию количественного плана, более того,
количественные оценки длительности отдельных этапов жизненного цикла
клетки в разных источниках могут весьма сильно отличаться.

В своих экспериментах мы опирались на работу [33], в которой приведены
следующие сведения о длительности этапов жизненного цикла:

– стадия G1 длится 12–24 часов,
– фаза S длится около 5 часов,
– стадия G2 длится около 4 часов,
– фаза M длится около 1.5 часов.
Исходя из этого в вычислительном эксперименте были взяты следующие

значения параметров: 𝑑2 = 10.5 часов, 𝑑3 = 18 часов.
В работе [33] также указывается, что организм взрослого человека те-

ряет приблизительно 1–2% клеток в день в результате их гибели. Соответ-
ственно, интенсивность гибели (вероятность погибнуть в течение дня) состав-
ляет приблизительно 0.015, следовательно, среднее время жизни составляет
66.67 дня, или 1 600 часов. Поэтому в вычислительном эксперименте пара-
метр 𝜏4 = 1600 часов.

В работе [34], посвященной стволовым клеткам, указывается, что реги-
онарные стволовые клетки взрослого организма, расположенные в тканях
и органах, нуждаюшихся в обновлении, существуют и сохраняют свою спо-
собность к делению на протяжении всей жизни организма, поэтому длитель-
ность жизни клеток в стадиях покоя, деления и роста взята высокой, сравни-
мой с длительностью жизни организма в целом: 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏3 = 500 000 часов.

Доля зрелых клеток в популяции оценивалась исходя из следующих сооб-
ражений. Известно, что митотический индекс (т.е. доля клеток в фазе митоза
в тканях или клеточных культурах) весьма сильно колеблется в тканях раз-
ного вида: наиболее высокие его показатели характерны для росткового слоя
кожи (0.7), верхушечной и боковой меристемы (0.7), эпителия тонкого ки-
шечника (0.78), клеток красного костного мозга (0.74), а наиболее низкие —
для скелетной мышечной ткани (0.0001) и нервной ткани (0.0001).

Учитывая, что фаза митоза занимает 5.2% клеточного цикла, и прини-
мая для митотического индекса значение на уровне 0.3, получаем, что доля
клеток в клеточном цикле составляет примерно 5.7%. Следовательно, доля
зрелых клеток — примерно 0.943. Поэтому в вычислительном эксперименте
был выбран параметр ℎ = 0.943.
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Плотность клеток в организме оценивалась на основе работы [35], в кото-
рой установлено, что в организме мыши весом 25 г приблизительно 3 · 109 кле-
ток. Следовательно, плотность клеток в организме млекопитающего состав-
ляет приблизительно 1.2 · 108 клеток/г. Поэтому в вычислительном экспери-
менте был выбран параметр 𝐿st = 1.2 · 108.

4. Вычислительный эксперимент. Динамика восстановления плот-
ности клеточной популяции в случае гибели части клеток. Приведем
результаты моделирования изменения плотности клеток на различных этапах
жизненного цикла клеток в случае гибели 20% зрелых клеток в клеточной
популяции. Коэффициенты 𝜑1 и 𝜑2 рассчитываются по формулам (2) и (4):
𝜑1 = 0.999 994 3, 𝜑2 = 0.999 997 9.

Параметры стационарного режима определяются по формулам (11)–(14):
𝑝st12 = 0.019 916 1; 𝑝st14 = 0.019 915 6; 𝐿st

1 = 3551 227; 𝐿st
2 = 742 628; 𝐿st

3 =
= 2546 145; 𝐿st

4 = 113 160 000.
Параметры 𝑎 и 𝑏 определяются формулам (15): 𝑎 = 0.693 136, 𝑏 = 3.223 092.
Решение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений (1)–(8)

осуществлялось численно методом Рунге—Кутта 4-го порядка.
Предполагалось, что клеточная популяция находится в стационарном со-

стоянии в момент гибели 20% зрелых клеток, поэтому начальные условия
имеют следующий вид:

𝐿1

⃒⃒
𝑡60

= 𝐿st
1 , 𝐿2

⃒⃒
𝑡60

= 𝐿st
2 , 𝐿3

⃒⃒
𝑡60

= 𝐿st
3 , 𝐿4

⃒⃒
𝑡<0

= 𝐿st
4 , 𝐿4

⃒⃒
𝑡=0

= 0.8𝐿st
4 .

На рис. 2–5 приводится изменение плотности клеток в клеточной популя-
ции в разные этапы их жизненного цикла c момента гибели зрелых клеток в
клеточной популяции. Правые графики дублируют информацию с левых гра-
фиков на более коротком интервале времени. Штриховая линия— плотность
клеток на каждом этапе в стационарном состоянии клеточной популяции.

Из данных, представленных на рис. 2–5, видно, что после гибели части
клеток происходит увеличение интенсивности пролиферативных процессов.
В начальный период восстановления динамика плотности клеток в стадиях
покоя, деления и роста носит характер периодических колебаний с постепенно
уменьшающейся амплитудой. В итоге достигается нормальная плотность кле-
ток, находящихся во всех стадиях, что соответствует представлениям о про-
лиферативном гомеостазе в нормальных клеточных популяциях.

Рис. 2. Динамика плотности клеток в стадии покоя
[Figure 2. The dynamics of the density of cells in the G0 phase]
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Рис. 3. Динамика плотности клеток в стадии деления
[Figure 3. The dynamics of the density of cells in the division stage]

Рис. 4. Динамика плотности клеток в стадии роста
[Figure 4. The dynamics of the density of cells in the G1 phase]

Рис. 5. Динамика плотности клеток в стадии зрелости
[Figure 5. The dynamics of the density of cells in the maturity stage]
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5. Сопоставление результатов вычислительного эксперимента
с экспериментальными данными. В работе [36] приводятся результа-
ты исследования влияния гамма-облучения на пролиферативные процессы
в дуоденальном эпителии мышей. Облучение выполнялось однократно на всю
поверхность тела. Известно, что кишечный эпителий обладает выраженной
способностью к регенерации после повреждений за счет продукции новых
клеток. В работе приводится динамика количества клеток в M- и S-фазах
в течение 100–180 часов после облучения (в зависимости от дозы). Доза об-
лучения варьировалась от 150 R до 1 000 R. В целом авторы работы пришли
к следующим интересным выводам:

– облучение воздействует на все клетки, но степень чувствительности кле-
ток зависит от того, в какой фазе находилась клетка в момент облуче-
ния; наиболее уязвимой является M-фаза;

– под воздействием облучения клетки блокируются в фазах G1 и G2, из-за
чего наблюдается уменьшение числа клеток в M- и S-фазах непосред-
ственно после облучения;

– в течение восстановительного периода динамика числа клеток в M- и S-
фазах выглядит как «последовательность вершин и впадин», которая
подобна флуктуациям, наблюдающимся и в тканях мышей, не подвер-
гавшихся облучению; эксперименты показали, что такой характер изме-
нений наблюдается при всех исследованных вариантах доз, но степень
изменений зависит от дозы, а именно, возрастает при ее увеличении;

– со временем параметры интенсивности клеточного деления возвраща-
ются в норму.

На рис. 6, 7 приведены экспериментальные данные по динамике числа кле-
ток после облучения в дозах 600 R и 750 R, на рис. 8 приводится общая схема,
описывающая динамику клеток в S- и M-фазах (рисунки воспроизведены из
работы [36]; верхние рисунки отражают динамику числа клеток в M-фазе
(the number of mitotic figures per crypt), нижние рисунки— динамику числа
клеток в S-фазе (the number of labeled nuclei per crypt); прерывистая линия—
динамика числа клеток в M- и S-фазах в тканях мышей, не подвергавшихся
облучению).

Из представленных на рисунках данных видно, что в восстановительный
период динамика числа клеток в фазах M и S носит характер затухающих
колебаний, которые имели место и в нашем вычислительном эксперименте
в сопоставимый по длительности начальный период времени после утраты
части клеток. Это, на наш взгляд, свидетельствует об адекватности предло-
женной нами модели.

Однако стоит отметить и тот факт, что, по экспериментальным данным
работы [36], число клеток в фазах M и S в кишечном эпителии и в нормаль-
ном состоянии носит характер колебаний с постоянной амплитудой, чего не
наблюдается в нашем вычислительном эксперименте.

В целом экспериментальная работа [36] подтверждает нашу идею о том,
что важно учитывать неоднородность клеточной популяции на разных этапах
жизненного цикла при моделировании радиационного воздействия на опухо-
левые и нормальные ткани, т.к. в ней указывается, что степень чувствитель-
ности клеток к облучению зависит от того, в какой фазе находилась клетка
в момент облучения.
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Рис. 6. Динамика числа клеток в M- и S-фазах после облучения при дозе 600 R
[Figure 6. Dynamics of the number of cells in the M (lower graph) and S (upper grap) phases

after irradiation at a dose of 600 R. Solid lines connect experimental points; dotted lines
connect control values (reproduced from [36])]
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Рис. 7. Динамика числа клеток в M- и S-фазах после облучения при дозе 750 R
[Figure 7. Dynamics of the number of cells in the M (lower graph) and S (upper grap) phases

after irradiation at a dose of 750 R. Solid lines connect experimental points; dotted lines
connect control values (reproduced from [36])]
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Рис. 8. Общая схема динамики числа клеток в M- и S-фазах после облучения
[Figure 8. The schematic diagram of changes in the number of cells in M (lower graph)

and S (upper grap) phases after irradiation (reproduced from [36])]

Эта экспериментальная работа также позволяет выбрать направление,
в котором необходимо модифицировать предложенную нами математическую
модель, чтобы она более точно описывала влияние радиационного облучения
на опухолевые и нормальные ткани: стадию деления следует разбить на от-
дельные фазы, чтобы можно было учитывать блокирование клеток в фазах
G1 и G2 под воздействием радиации, а также зависимость чувствительности
клеток к радиационному воздействию от фазы жизненного цикла.

Заключение. Предлагаемая модель пролиферативного гомеостаза в нор-
мальной клеточной популяции разработана на основании представлений
о жизненном цикле клетки и регуляции плотности клеток в популяции по
принципу обратной связи таким образом, чтобы поддерживать необходимое
количество зрелых клеток. Модель может быть использована как основа для
построения модели опухолевого роста, в которой значения параметров, опре-
деляющих интенсивность пролиферативных процессов, отличаются от значе-
ний тех же параметров в нормальной популяции клеток, а также для модели-
рования воздействия различных видов лечения на нормальные и опухолевые
ткани.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract
The paper deals with applying mathematical modeling to study tumor

growth process and optimizing cancer treatment. A structured review of the
studies devoted to this problem is given. The role of the cell life cycle in
understanding the tumor growth and the mechanisms of cancer treatment
is discussed. It is important that modern cancer treatment methods, in par-
ticular, chemotherapy and radiation therapy, affect both normal and tumor
cells in certain stages of the life cycle and do not influence on cells in other
stages. Cell life cycle description is given as well as the mechanisms that
maintain and restore normal density of the cell population. A graph of cell
life cycle stages and transitions is demonstrated. Dynamic mathematical
model of proliferative homeostasis in the cell population is proposed, which
takes into account the heterogeneity of cell populations by life cycle stages.
The model is a system of differential equations with delays. The stationary
state of the model is investigated, which allows to determine the parameters
values for the normal cell population. The results of a numeric experiment
is obtained, which is focused on the process of cell population density re-
covery after mass death of cells. As the experiment shows, after cell death,
the densities of cells in different life cycle stages are restored to normal val-
ues, which corresponds to the concepts of proliferative homeostasis in cell
populations.
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